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Résumé - Dans ce travail, on a réalisé la simulation numérique de la convection 
naturelle dans une enceinte rectangulaire remplie de métal liquide (fluide à bas nombre 
de Prandtl) et soumise à un gradient horizontal de température. L’intérêt de l’étude 
réside dans son implication dans la croissance des cristaux destinés à la fabrication des 
semi-conducteurs et le refroidissement des composants électroniques. En effet, 
l’apparition de la convection pendant la croissance cristalline peut conduire à des 
inhomogénéités qui conduisent à des striations et à des défauts qui affectent la qualité des 
cristaux obtenus par les techniques de Bridgman ou de Chochrawlski. Les oscillations de 
température, dues aux instabilités de l’écoulement convectif dans les métaux liquides, 
induisent également un refroidissement non uniforme au front de la solidification. La 
convection est alors étudiée dans le but de la réduire. Une modélisation du problème en 
2D et 3D a été menée en utilisant un code qui se base sur la méthode des éléments finis. 
Un premier travail de validation a été mené en comparant notre travail avec ceux 
d’autres auteurs. Par la suite, l’étude a été menée en faisant varier les paramètres de 
contrôle de la configuration, à savoir, le nombre de Rayleigh, et la nature du fluide 
(nombre de Prandtl) sur les taux de transferts de chaleur (nombre de Nusselt), sur les 
structures convectives qui apparaissent et sur le régime convectif (laminaire, turbulent). 
Abstract - In this work, natural convection in a rectangular enclosure, filled of a liquid 
metal (liquid with a low Prandtl number) and submitted to a horizontal gradient of 
temperature, has been simulated. This configuration corresponds to the crystal growth 
Bridgman system or Chochrawlski, the migration of the impurities by natural convection 
affects the quality of the crystal. Also oscillation of temperature due to instability of the 
buoyant flow of liquid metals induces nonuniform cooling at the solidification front. 2D 
and 3D numerical simulations have been carried out using finite element code. Our 
numerical modelling has been validated, by comparing our results with those of other 
authors. The influence of the Prandtl number, and Rayleigh number on the heat transfer 
rate (Nusselt number), the convective patterns and the convective flow regime (laminar, 
turbulent), has been carried out. 
Keywords: Convection - Numerical simulation - Enclosure - Liquid metals.  

 
1. INTRODUCTION 

Le but de ce travail est de mener une étude de la convection naturelle dans une 
enceinte rectangulaire contenant du métal liquide et soumise à un gradient horizontal de 
température. La convection naturelle dans les métaux liquides fait l’objet d’études 
menées par  les métallurgistes et les ingénieurs des réacteurs nucléaires. En effet, les 
métaux liquides sont un excellent milieu de transfert de chaleur et permettent donc de 
refroidir les réacteurs nucléaires [1].   
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Notre intérêt pour l’étude de ce problème est son implication dans la croissance des 
cristaux destinés à la fabrication des semi-conducteurs et le refroidissement des 
composants électroniques. En plus de cet aspect pratique, l’étude des écoulements 
convectifs dans les métaux liquides présente un intérêt certain du point de vue recherche 
fondamentale. En effet, ce type de fluides opaques à basse température de fusion (par 
exemple 302.8 K pour le gallium) sont des fluides à bas nombre de Prandtl (Pr) et leurs 
comportements lorsqu’ils sont soumis à des gradients de température sont assez 
différents de ceux observés dans les fluides à haut nombre de Pr.  

Les résultats expérimentaux de la convection naturelle et de transfert de chaleur dans 
les métaux liquides sont très limités à cause de la difficulté à mener des mesures. Seuls 
le nombre de Nusselt moyen ou la variation temporelle de la température sont 
disponibles. Ces résultats ont été corrélés en fonction des nombres de Grashof ou de 
Rayleigh [2].   

2. MODELISATION 
2.1 Equations gouvernantes  

Les équations régissant l’écoulement sont les équations de continuité, de Navier-
Stokes et l’équation d’énergie, qui expriment la conservation de masse, de quantité de 
mouvement et d’énergie. Pour une formulation simple du problème, nous avons 
considéré quelques approximations, entre autres les approximations de Boussinesq. 

Nous supposons alors que l’influence de la variation de la densité n’est prise en 
compte que par l’intermédiaire des forces de volume agissant sur le système, le fluide 
étant supposé newtonien, incompressible et l’écoulement stationnaire. La densité du 
fluide, dans le terme des forces de volume, varie linéairement avec la température. Elle 
est donnée par la relation suivante:  

[ ])TT(1 00 −β−ρ=ρ                (1) 
Les équations de base régissant l’écoulement et les transferts de chaleur sont 

données respectivement par: 

Equation de continuité 
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Où, λ  désignent la conductivité thermique et pC  la chaleur spécifique du fluide. Pour 
mettre les équations (3), (4), (5), et (6) sous  forme adimensionnelle, nous introduisons 
les variables adimensionnelles suivantes: 
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En introduisant les variables adimensionnelles (7) dans les équations de 
conservation, on obtient les équations adimensionnelles qui sont comme suit:  

0u. =∇                 (8) 

u.Prpu.u 2∇+∇−=∇               (9) 

v.PrT.Pr.RaApv.u 2∇++∇−=∇            (10) 

TT.u 2∇=∇               (11) 
Dans les équations ci-dessus, nous notons la présence des nombres caractéristiques, 

à savoir le nombre de Rayleigh ( Ra ) et le nombre de Prandtl ( Pr ). Ces nombres 
adimensionnels sont définis par: 
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Le nombre de Grashof ( Gr ) est défini comme étant: 
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2.2 Conditions aux limites 
Les conditions aux limites utilisées, sont comme suit: 

0y = , Hy = ; 0vu == , 0)Y/T( =∂∂  
0x = , 0vu == , fTT =  
Lx = , 0vu == , cTT =  
0z = , dz = ; 0vu == , 0)Z/T( =∂∂  

 
Fig. 1: Schéma représentant la forme de la cavité 
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3. RESULTATS 
Pour mener notre étude par simulation numérique, on a utilisé Fortran, qui est un 

module dans le code ANSYS. Les équations gouvernantes sont discrétisées et résolues 
numériquement en utilisant ce code (ANSYS), qui se base sur la méthode des éléments 
finis. 

3.1 Validation 
La première étape consiste à valider notre simulation numérique en comparant nos 

résultats avec ceux publiés par d’autres auteurs. Pour cela, on a gardé les mêmes 
conditions (fluide de convection: gallium, cavité rectangulaire de dimensions (0,050 m 
×0,035 m×0.002 m), régime laminaire, 60T =∆  et Gr = 1.86 × 107) que Koster et al. 
[3] qui ont obtenu des résultats expérimentaux en utilisant la technique de la radioscopie 
(Fig. 2-b). 

  
a- b- 

Fig. 2: Champ de température pour le gallium (a- : résultats expérimentaux [3]), 
(b- nos résultats numériques), 60T =∆  et Gr = 1.86×107 

3.2 Influence du nombre de Rayleigh 
Les champs de température sont montrés dans la figure 3, pour un nombre de Ra  

allant de 65 (cellule de dimensions 0,0020 m × 0,0014 m) à 6×106 (cellule de 
dimensions 0,091 m × 0,063 m). Chaque champ est constitué de huit isothermes. 
L’isotherme  de 330 K correspond à la paroi froide et l’isotherme de 340 K à la paroi 
chaude. 

  
a- Ra = 6.5 × 10  b- Ra = 2.2 × 102 
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c- Ra = 1.6 × 103 d- Ra = 6 × 103 
 

  

e- Ra = 2.42 × 104 f- Ra = 6.5 × 104 
 

  

g- Ra = 2.2 × 105 h- Ra = 7.6 × 105 
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i- Ra = 1.6 × 106 j- Ra = 6 × 106 

Fig. 3: Champ de température pour le mercure: 024.0Pr = , K330Tf = , K340Tc =  
et un nombre de Rayleigh, a- Ra = 6.5 × 10, b- Ra = 2.2 × 102, c- Ra = 1.6 × 103,  

d- Ra = 6 ×103, e- Ra = 2.42 ×104, f- Ra = 6.5 ×104, g- Ra = 2.2 ×105, h- Ra = 7.6 ×105, 
i- Ra = 1.6 × 106, j- Ra = 6 × 106 

Le nombre de Nu est tracé en fonction de Ra dans la figure 4. Ce graphe montre que 
jusqu’à une valeur de Ra approximativement égale à 103, le transfert de chaleur est 
essentiellement par conduction. Cela peut être également constaté dans la figure 3, où 
au-dessous de Ra = 103, les isothermes sont des lignes presque verticales comme c’est le 
cas dans  le transfert de chaleur par conduction. 

A partir de la courbe de la figure 4, on a déduit l’équation (12) qui représente une 
corrélation entre le nombre de Nusselt et le nombre de Rayleigh (Ra allant de 65 à 
6x106). 

2231.0Ra2909.0Nu =              (12) 

 
Fig. 4: Nombre de Nusselt moyen en fonction 

du nombre de Rayleigh pour le mercure 

Dans la figure 5, on présente les champs de vitesse et les lignes de courant pour 
différentes valeurs du nombre de Rayleigh. Ainsi pour Ra ≥ 2.42 × 104, les lignes de 
courant changent de forme et deviennent elliptiques et l’effet de la convection est plus 
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prononcé. Ce comportement continue jusqu’à Ra =1.6 × 106 avec l’apparition de 
plusieurs circulations secondaires qui tournent à l’intérieur de la circulation principale. 

Pour Ra = 6 × 106, on a apparition de deux zones de recirculation dans deux coins de 
la cavité, appelées ‘vortex’ secondaires, ceci a été également observé par d’autres 
auteurs [1]. On peut également constater à partir de ces graphiques que la vitesse 
maximale (en rouge) est de plus en plus proche des parois verticales lorsqu’on fait 
croître le nombre de Rayleigh.  

  
a- Ra = 6.5 × 10 

 

  
b- Ra = 2.2 × 105 

 

  
c- Ra = 1.6 × 106 
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d- Ra = 6 × 106 

Fig. 5: Lignes de courant et champ de vitesses dans le mercure pour un nombre de 
Rayleigh: a- Ra = 6.5 × 10, b- Ra = 2.2 × 105, c- Ra = 1.6 × 106, d- Ra = 6 × 106 

3.3 Régime turbulent 
L’accroissement du nombre de Rayleigh fait augmenter la complexité de 

l’écoulement [1], et ceci est évident dans la figure 5. 
La figure 6 est la solution avec le modèle de turbulence ( ε−k ). Lorsqu’on fait 

augmenter le nombre de Ra à 2.2 × 108, on constate une grande perturbation dans les 
isothermes, ainsi que l’apparition de plusieurs zones de recirculation indiquant une plus 
grande complexité et un degré plus élevé de turbulence.  

  
a- température b- lignes de courant 

Fig. 6: Champ de a- température, b- lignes de courant _ Ra = 2.2 × 108, ∆T = 10 K 

3.4 Simulation numérique en 3D 
Dans la littérature qu’on a consultée, on a constaté que la plupart des études 

numériques ont été réalisées en 2D [4, 5], et dans le peu de simulations menées en 3D, 
la troisième dimension a été prise très petite [2, 6]. Pour cela, on a pensé qu’il serait 
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utile de mener une étude en 3D (la modélisation en 3D reflétant mieux la réalité) en 
faisant varier la troisième dimension pour voir son influence sur l’écoulement convectif.  

Ainsi, une première configuration en 3D qui contient 3380 nœuds a été considérée 
(Fig. 7-a), une autre modélisation qui contient 7436 nœuds et qui correspond à une 
épaisseur trois fois plus grande que la première est montrée dans la figure 7-b. 

  
a- 3D avec épaisseur 0.002 m b- 3D avec épaisseur 0.006 m 

Fig. 7: Maillage, a- 3D avec l’épaisseur 0.002 m, -b) 3D avec l’épaisseur 0.006 m 

Dans la figure 8, on montre les champs de température dans le mercure, comme 
fluide de convection, et pour une même valeur de Ra, correspondant respectivement à la 
simulation en 3D avec épaisseur 0.002 m (Fig. 8-a) et avec épaisseur 0.006 m (Fig. 8-b). 

  
a- 3D avec épaisseur 0.002 m b- 3D avec épaisseur 0.006 m 

Fig. 8: Champ de température, a- 3D avec 0.002 m et b- 3D avec 0.006 m, en épaisseur 

A partir de la figure 8, on peut constater que pour ces dimensions, le champs de 
température est le même, quelle que soit la section selon z (la troisième dimension).  

On montre dans la figure 9, les flux de chaleur au niveau des faces froide et chaude. 
Les valeurs du flux à la paroi froide sont négatives, par contre celles de la paroi chaude 
sont positives et ceci par convention du sens du flux de chaleur. Les flux de chaleur 



N. Ibrir et al. 

 

192 

moyens, au niveau des faces froide et chaude, en fonction de la hauteur de la cavité, 
sont représentés dans la figure 9. 

On a calculé les nombres de Nusselt, et on a trouvé Nu = 2.5965 pour l’épaisseur de 
0.002 m et Nu = 3.7137 pour l’épaisseur de 0.006 m et ce pour Ra = 2.2 × 105 (Gr = 8.8 
× 106). Lorsqu’on fait croître la troisième dimension (selon z), en la faisant passer de 
0.006 m à 0.01 m, on peut constater d’après la figure 10 que les champs de température 
et de vitesse varient avec z (la troisième coordonnée).  

  
a- Face froide b- Face chaude 

Fig. 9: Flux de chaleur au niveau de: a- la face froide et de b- la face chaude 
pour le mercure à Ra = 2.2 × 105 en 3D, épaisseur  0.006m 

  
a- Champ de température b- Champ de vitesse 

Fig. 10: a- Champ de température et b- Champ de vitesse 
pour le mercure à Ra = 2.2 × 105 en 3D pour l’épaisseur de 0.01 m 

Pour cette dernière épaisseur, le Nu moyen a été calculé à partir des valeurs locales 
au niveau de 338 points nodaux et on a trouvé Nu = 3.98. On peut remarquer que le 
Nusselt moyen augmente avec l’accroissement de l’épaisseur, passant de Nu = 2.5965 
pour l’épaisseur de 0.002 m à Nu = 3.98  pour l’épaisseur de 0.01 m. 
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4. CONCLUSION  
Un premier travail de validation a été réalisé en comparant nos résultats avec ceux 

d’autres auteurs. Ce qui nous a permis de valider notre simulation numérique. 
Une étude détaillée avec le mercure, comme fluide de convection, a été menée. Des 

corrélations entre les nombres de Nusselt et de Rayleigh ont été obtenues. 
Une détermination approximative du Rayleigh critique de transition vers la 

turbulence a été réalisée.  
L’influence de la troisième dimension a été également considérée. Ce qui a permis 

de voir, qu’en dessous d’une certaine épaisseur, l’étude en 2D est suffisante alors qu’au-
delà de cette valeur, le passage en 3D est absolument nécessaire pour que les résultats 
numériques puissent refléter la réalité physique. 

NOMENCLATURE 

A : Rapport d’aspect, H/LA =  u : vecteur vitesse = ( w,v,u ) 
g : Accélération de la pesanteur, [m/s2] w,v,u : Composantes - Vecteur vitesse 
Gr : Nombre de Grashof 
Nu : Nombre de Nusselt moyen 

*w*,v*,u : Vecteur vitesse 
          Composantes adimensionnelles 

LocalNu : Nombre de Nusselt local z,y,x : Coordonnées cartésiennes 
L : Longueur de la cavité, [m] 
H : Hauteur de la cavité, [m] 

*z*,y*,x : 
          Coordonnées adimensionnelles 

p : Pression, [Pa] Symboles grecs 
*p : Pression adimensionnelle ρ : Masse volumique [kg/m3] 

Pr : Nombre de Prandtl α : Diffusivité thermique, [m2/s] 
q : Flux de chaleur, [W/m2] β : Coefficient de dilatation [K-1] 
Ra : Nombre de Rayleigh T∆ : Différences de température, [K] 
T : Température, [K] λ : Conductivité thermique, [W/mK] 

*T : Température adimensionnelle µ : Viscosité dynamique, [kgm-1s-1] 

CT : Température - Paroi chaude, [K] υ : Viscosité cinématique, [m2/s] 

FT : Température - Paroi froide, [K] mT : Température de fusion, [K]  
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